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บทคัดย่อ 

โครงงานนี้จึงมุ่งเน้นไปที่การศึกษาอิทธิพลของชั้นเคลือบวัสดุเชิงประกอบ
ผสมแผ่นแกรฟีน ซึ่งมีส่วนช่วยป้องกันแรงกระท าจากภายนอกที่เกิดจาก
การกระตุ้นด้วยแรงแผ่กระจาย ชั้นเคลือบวัสดุเชิงประกอบผสมแผ่นแก
รฟีนถูกน ามาประยุกต์ใช้เคลือบผิวเพื่อป้องกันการกัดกร่อน และด้วย
คุณสมบัติก าลังสูงของแกรฟีนท าให้ชั้นเคลือบวัสดุเชิงประกอบผสมแผ่นแก
รฟีนมีความสามารถในการป้องกันแรงกระท าจากภายนอกด้วย ผู้จัดท าได้
ท าการศึกษาด้วยการสร้างแบบจ าลองเป็นระนาบสองมิติที่มีชั้นเคลือบหนึ่ง
ชั้นความลึกจ ากัดและมีฐานกึ่งปริภูมิสองมิติความลึกเป็นอนันต์มีแรง
กระท าเป็นแรงแผ่กระจาย โดยสร้างจากทฤษฎีความยืดหยุ ่นเชิงเส้น 
ระเบียบวิธีการแปลงฟูเรียร์ ระเบียบวิธีการแปลงฟูเรียร์ผกผัน และระเบียบ
เกาส์ควอดราเจอร์ หลังจากท าการสอบเทียบกับกรณีอ้างอิงแล้ว ได้มีการ
น าเสนอผลเฉลยในกรณีต่างๆ ตัวแปรต้นที่จะศึกษาคือสัดส่วนแกรฟีนที่ใช้
ผสมวัสดุเคลือบเชิงประกอบผสมแผ่นแกรฟีนและความหนาชั้นเคลือบโดย
สร้างเส้นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างหน่วยแรงที่เกิดขึ้นบนผิวฐานก่ึง
ปริภูมิสองมิติและตัวแปรต้นทั้งสองเพ่ือศึกษาแนวโน้มการลดลงของหน่วย
แรงที่กระท าต่อฐานก่ึงปริภูมิสองมิติ  
ค าส าคัญ: แกรฟีน, วัสดุเชิงประกอบผสมแผ่นแกรฟีน, ฐานกึ่งปริภูมิสอง
มิต,ิ แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์, คุณสมบัติก าลังสูง 

Abstract 

This project presents the influence of composite coating layers 
of graphene sheets, which assist in preventing external forces 
induced by uniformly distributed loads. Graphene-composites 
coating is applied to protect against corrosion, and the high 
strength properties of graphene enable these layers to resist 
external forces. The researchers conducted a study by creating 
a two-dimensional model with one limited-depth coating layer 
and half-plane subjected to uniformly distributed loads. The 

general solutions were solved by Linearly Elastic theory, Fourier 
Transform methods, Inverse Fourier Transform methods and 
Numerical Quadrature. After comparing with reference cases, 
solution results were presented for various cases. The 
parameters studied included the proportions of graphene used 
for Graphene-composites and the thickness of the coating layer. 
Graphs were generated to show the relationship between the 
applied uniformly distributed loads on half-plane and both 
parameters, to study the trends of stress reduction on half-
plane. 
Keywords: Graphene, Graphene-Composites, Half-Plane, 
Math Model, High strength 

1. บทน า 

ปัจจุบันแกรฟีนมีการศึกษาและประยุกต์มากมาย ซึ่งมีงานวิจัยที่เกี่ยวกับ
การเคลือบด้วยแกรฟีนได้เพิ่มขึ้นเป็นจ านวนมาก โดยอ้างอิงจากเว็บไซต์ 
Web of science ฐานข้อมูล 2017 มีมากกว่า 8,902 งานวิจัยเก่ียวกับการ
เคลือบด้วยแกรฟีน เผยแพร่สู่สาธารณะ [1] แกรฟีนเป็นวัสดุที่ประกอบด้วย
ชั้นของอะตอมคาร์บอนที่หนาเพียงหนึ่งชั้น มีลักษณะเป็นแผ่นที่มีโครงสร้าง
สองมิติ เหมือนตาข่ายรูปหกเหลี่ยมคล้ายรังผึ้งมีความหนาเท่ากับขนาดของ
คาร์บอนเพียงอะตอมเดียวที่แสดงดังรูปที่ 1 คุณสมบัติแกรฟีนที่โดดเด่นคือ 
มีก าลังสูง มีคุณสมบัติการน าความร้อนได้ดี น าไฟฟ้าได้ดี วัสดุมีความ
โปร่งใส และ กันน ้า สูงที่สุดเมื่อเทียบกับวัสดุนาโนอื่น การน าแกรฟีนมา
ประยุกต์ใช้ท าได้โดยการแปรรูป ซ่ึงสามารถแปรรูปได้หลายรูปแบบ [2] 

แกรฟีนบริสุทธิ์มีข้อเสียคือ ถ้าหากการเคลือบด้วยแกรฟีนบริสุทธิ์ได้รับ
ความเสียหาย จะท าให้การกัดกร่อนของโลหะเกิดขึ้นเร็วขึ้นด้วยอัตราเร็วที่
เพ่ิมขึ้น จึงมีการน าแกรฟีนมาผสมกับวัสดุอ่ืนท าให้เกิดเป็นวัสดุเชิงประกอบ
ผสมแผ่นแกรฟีน โดยการเติม ไฮดรอกไซด์, กรดคาร์บอกซิลิก, ออกซิเจน, 
และการกระตุ้นด้วยรังสีอัลตราไวโอเลต กระบวนเหล่าจะท าให้ได้ ฟังก์ชัน
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แกรฟีน, แกรฟีนออกไซด์, รีดิวซ์แกรฟีนออกไซด์ ซ่ึงท าให้เกิดเป็นวัสดุเชิง
ประกอบผสมแผ่นแกรฟีนที่ถูกปรับปรุงคุณสมบัติตามที่เราต้องการ ใน
ปัจจุบันมีการพิสูจน์แล้วการเคลือบด้วยวัสดุเชิงประกอบผสมแผ่นแกรฟีน
ในรูปแบบของการเคลือบสามารถแยกพื ้นผิวของเหล็กออกจากสภวะ
แวดล้อมภายนอกท าดี [3] 

 

 
รูปที่ 1 โครงสร้างของแกรฟีน 

การเคล ือบว ัสด ุเช ิงประกอบของแกรฟีนในเมทร ิกซ ์โพล ิ เมอร์  
(Graphene polymer matrix composite coating, GPMCCs) เป็นการ
ประยุกต์ใช้วัสดุเชิงประกอบผสมแผ่นแกรฟีน จุดประสงค์ของการเคลือบนี้
เพ ื ่อป ้องก ันการกัดกร ่อน โดยว ัสดุ เช ิงประกอบนี้ จะประกอบด้วย
องค์ประกอบหลักสองส่วนคือ แกรฟีนและโพลิเมอร์ ซึ่งโพลิเมอร์จะช่วย
เสริมแรง และท าให้โมเลกุลของอิเล็กโทรไลต์เจาะผ่านจุดฉีกขาดของแก
รฟีนได้ยาก แกรฟีนในโพลิเมอร์ไม่เพียงแต่ช่วยเพ่ิมการป้องกันการกัดกร่อน
เท่านั้น แต่ยังช่วยปรับปรุงสมบัติก าลัง และช่วยป้องกันการเกิดแตกหักของ
พื้นผิวโลหะ ท าให้การเคลือบผิวมีความทนทานและประสิทธิภาพที่ดีขึ้น 
ปัจจุบันมีการประยุกต์ใช้การเคลือบด้วยวัสดุเชิงประกอบผสมแผ่นแกรฟีน
มากมายยกตัวอย่างเช่น เลนส์แว่น โดยคุณสมบัติด้านก าลังที่สูงช่วยลดรอย
ขีดข่วนของเลนส์แว่น และคุณสมบัติป้องกันการกัดกร่อนช่วยปกป้องผิว
เลนส์จากการเปลี่ยนแปลงของความชื้นและความเป็นเบสที่สูง อีกตัวอย่าง
คือใบพัดเรือ ซึ่งเป็นส่วนที่ต้องรับแรงจากการใช้งานสูงและการกัดกร่อน
จากน ้าทะเล [4] 

การเคลือบวัสดุเชิงประกอบของแกรฟีนในเมทริกซ์โพลิเมอร์ที่ผู้ จัดท า
โปรเจคเลือกใช้คือ แกรฟีนออกไซด์ผสมกับอีพอกซ่ี อีพอกซ่ีเป็นโพลิเมอร์ช
นิดหนึ่งที่เมื่อผสมกับสารช่วยบ่มหรือสารท าให้แข็งจะเกิดปฏิกิริยาทางเคมี
จนกลายเป็นวัสดุที่เหนียวและแข็ง (Hussain et al., 2019) กระบวนการ
ขึ ้นรูปท าได ้โดยน าแกรฟีนแผ่น ซึ ่งมีลักษณะเป็นแผ่นบางมาท าการ
ออกซิเดชันจะได้แกรฟีนออกไซด์ แล้วน ามาผสมกับอีพอกซ่ี จากนั้นท าให้
กระจายตัวเป็นสารแขวนลอย เมื่อได้สารแขวนลอยแล้วจะน ามาเคลือบที่
ผิวของวัสดุตามที่เราต้องการโดยใช้เทคนิค  การเคลือบแบบพ่นสเปรย์  
เทคนิคนี้เหมาะส าหรับการเคลือบพื้นที่ขนาดใหญ่และสามารถให้ชั้นวัสดุ
เชิงประกอบนาโนที่เป็นเน้ือเดียวกันและบาง [3] ซ่ึงแสดงดังรูปที่ 2  

 
รูปที่ 2 กระบวนการเคลือบด้วยวัสดุเชิงประกอบผสมแผ่นแกรฟีน 

ทางผู้จัดท าโครงงานเห็นประโยชน์ของการเคลือบด้วยวัสดุเชิงประกอบ
ผสมแผ่นแกรฟีน ซ่ึงจะช่วยพัฒนาความสามารถในการป้องกันการกัดกร่อน
และคุณสมบัติด้านก าลังสูง โครงงานนี้จะมุ่งเน้นไปที่การศึกษาคุณสมบตัิ
ด้านกก าลังของการเคลือบผิว โดยการจ าลองหน่วยแรงแผ่กระจายคงที่มี
เขตพ้ืนที่เล็กๆ ณ ผิวเคลือบ แล้ววิเคราะห์ว่าหน่วยแรงที่ถ่ายไปยังฐานก่ึง
ปริภูมิสองมิติ (Half-plane) หรือวัสดุที่ถูกเคลือบจะเป็นอย่างไร  ซ่ึงเราจะ
ศึกษาโดยใช้แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ 

2. สมการท่ัวไปและสมการก ากับ 

2.1 ค าอธิบายปัญหา 

พิจารณาปัญหาสองมิติสำหรับวัสดุเชิงเส้นที ่ม ีคุณสมบัติเหมือนกันทุก
ทิศทางแบบเอกพันธ์ของวัสดุที่มีชั ้นฐานเป็นกึ่งปริภูมิสองมิติและมีชั้นผิว
เคลือบเป็นวัสดุเชิงประกอบวางอยู่ข้างบนหนึ่งชั้นโดยที่รอยต่อมีการยึด
ติดกันอย่างสมบูรณ์ดังรูปที่ 2.1 โดยระบบพิกัดใช้ {x1,x2,O} โดย 𝑂 คอื
พิกัดเร่ิมต้นที่ผิวบนของวัสดุที่พิจารณา 𝑥1 คือพิกัดแนวระนาบไปทางขวา 
𝑥2 คือพิกัดแนวดิ่งลงไปด้านล่าง ที่ผิวชั้นที่หนึ่งเป็นวัสดุเชิงประกอบที่
ประกอบด้วยสองวัสดุคือแผ่นแกรฟีนและอีพอกซ่ี โดยชั้นผิวเคลือบมีความ
หนา ℎ วัดจากพิกัด 𝑂 ลงมาด้านล่าง ที่ชั ้นฐานกึ่งปริภูมิสองมิติ ใช้วัสดุ
แมกนีเซียมอัลลอย ที่ผิวบนของชั้นผิวเคลือบมีหน่วยแรงกระจายสม่ำเสมอ
ในแนวดิ่ง 𝑞(𝑥) กระทำในทิศ 𝑥2 และมีหน่วยแรงเฉือนในแนวระนาบ 
𝑝(𝑥) กระทำในทิศ 𝑥1 ในระยะจำกัด −𝑎 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑎  โดยปัญหานี้
จะไม่พิจารณาผลของแรงกระทำต่อปริมาตร (Body force) โดยสำหรับ
โครงงานนี้แบบจำลองทางคณิตศาสตร์จะสร้างขึ้นเพ่ืออธิบายพฤติกรรมทาง
กลของวัสดุชั้นฐานก่ึงปริภูมิสองมิติที่ถูกเคลือบด้วยชั้นผิวเคลือบหนึ่งชั้นที่
เป็นวัสดุเชิงประกอบ 

 

รูปที่ 2.1 แบบจ าลองชั้นฐานก่ึงปริภูมิสองมิติที่มีชั้นผิวเคลือบเป็นวัสดุเชิง
ประกอบวางอยู่ข้างบนหนึ่งชั้นโดยรอยต่อมีการยึดตดิกันอย่างสมบูรณ์ 

2.2 คุณสมบัติสุทธิของวัสดุเชิงประกอบ 

ผู้จัดท าจะค านวณคุณสมบัติสุทธิของวัสดุเชิงประกอบโดยใชแ้บบจ าลองจุล
ศาสตร์เชิงกลของ Halpin-Tsia [5] ในการค านวนโมดูลัสของยัง  
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โดยที่ 𝐸𝑐คือโมดูลัสของยังของวัสดุเชิงประกอบ 𝐸𝑚 คือโมดูลัสของยังของ
วัสดุเนื้อพื้น 𝐸𝐺𝑃𝐿 คือโมดูลัสของยังของวัสดุแกรฟีน 𝑉𝐺𝑃𝐿  คือสัดส่วน
ของปริมาณแกรฟีน  𝜉11 คือพารามิเตอร์รูปร่างตามแนวยาวของแผ่นแก
รฟีน 𝜉22 คือพารามิเตอร์รูปร่างตามแนวขวางของแผ่นแกรฟีน  𝑙, 𝑤, 𝑡 
คือความยาว ความกว้าง และความหนาของแผ่นแกรฟีนตามล าดับ                                                                                                                                                                           

เมื่อผู้จัดท าพิจารณาวัสดุเชิงประกอบที่เกิดจากการน าวัสดุสองชนิดคือ
แผ่นแกรฟีนผสมกับอีพอกซ่ี ดังนั้นการค านวณอัตราส่วนปัวซงจะค านวน
โดยใช้โดยใช้กฎของการผสมโดยใช้สูตร ดังนี้ 

𝑣𝑐 = 𝑣𝑚𝑉𝑚 + 𝑣𝐺𝑃𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿                                   (2.6)                                                                                                 

โดยที่ 𝑣𝑐 คืออัตราส่วนปัวซงของวัสดุเชิงประกอบ 𝑣𝑚 คืออัตราส่วน
ปัวซงของวัสดุเนื้อพ้ืน 𝑉𝑚 คืออัตราส่วนร้อยละของปริมาณวัสดุเนื้อพ้ืนที่
ผสมต่อปริมาตรรวม 𝑣𝐺𝑃𝐿 คืออัตราส่วนปัวซงของวัสดุแกรฟีน 𝑉𝐺𝑃𝐿 
คืออัตราส่วนร้อยละของแกรฟีนที่ผสมต่อปริมาตรรวม และส าหรับการ
ค านวนโมดูลัสแรงเฉือนของวัสดุเชิงประกอบสามารถค านวนได้จากสูตร
ข้างต้น 

𝜇𝑐 = 
𝐸𝑐

2(1+𝑣𝑐)
                                                    (2.7) 

โดยที่ 𝐸𝑐 คือโมดูลัสของยังของวัสดุเชิงประกอบ 𝜇𝑐 คือโมดูลัสแรง
เฉือนของวัสดุเชิงประกอบ 

2.3 สมการพ้ืนฐานส าหรับปัญหาวัสดุยืดหยุ่นเชิงเส้นสองมิต ิ

ผู้จัดท าจะสร้างสมการก ากับในปริภูมิกายภาพ (Physical space) โดยใช้

พิกัด (𝑥1, 𝑥2) จากทฤษฎียืดหยุ่นเชิงเส้นเพื่อสร้างสมการก ากับในการ
วิเคราะห์ผลการตอบสนองเชิงกลของวัสดุ โดยมีสมการพ้ืนฐานดังต่อไปนี้ 

เมื่อผู้จัดท าพิจารณาความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการกระจัด 
จะสามารถค านวนได้โดยใช้สมการดังต่อไปนี้ 

ε11=
∂u1

∂x1
,  ε22=

∂u2

∂x2
, ε12=ε21=

1

2
(
∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x1
)            (2.8) 

โดยที่ {𝜀11, 𝜀22, 𝜀12 = 𝜀21} คือองค์ประกอบของเทนเซอร์ (Tensor) 
ความเครียดสมมาตร จากนั้นพิจารณากฎของฮุคในเงื่อนไขของความเครียด
ระนาบ (Hooke’s law plane strain condition)สามารถค านวนได้โดยใช้
สมการดังต่อไปนี้ 

𝜎11 =
2𝜇

(1−2𝑣)
[(1 − 𝑣)𝜀11 + 𝑣𝜀22]                   (2.9) 

𝜎22 =
2𝜇

(1−2𝑣)
[𝑣𝜀11 + (1 − 𝑣)𝜀22]                (2.10) 

𝜎12 = 𝜎21 = 2𝜇𝜀12                           (2.11) 

โ ด ยที่  {𝜎11, 𝜎22, 𝜎12 = 𝜎21} ค ื อองค ์ ประกอบของ เท น เซ อ ร์
ความเครียดสมมาตร จากนั้นพิจารณาสมการสมดุลของกฏการอนุรักษ์
โมเมนตัมเชิงเส้นโดยไม่พิจารณาผลของแรงกระท าต่อปริมาตรสามารถ
ค านวนได้โดยใช้สมการดังต่อไปนี้ 

𝜕𝜎11

𝜕𝑥1
+

𝜕𝜎21

𝜕𝑥2
+ 𝑏1 = 0                                (2.12) 

𝜕𝜎12

𝜕𝑥1
+

𝜕𝜎22

𝜕𝑥2
+ 𝑏2 = 0                            (2.13) 

โดยที่ {b1,b2} คือแรงกระท าต่อปริมาตร 

2.4 สมการก ากับส าหรับปัญหายืดหยุ่นเชิงเส้นสองมิติ 

จากหัวข้อ 2.3 ผู้จัดท าจะแทนความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการ
กระจัด ซึ่งเป็นสมการที่ (2.8) ลงในกฎของฮุคในเงื่อนไขของความเครียด
ระนาบ ซึ่งเป็นสมการที่ (2.9) ถึง (2.11) จะสามารถสร้างความสัมพันธ์
ระหว่างความเค้นและการกระจัดได้ดังนี้ 

𝜎11 =
2𝜇

(1−2𝑣)
[(1 − 𝑣)

𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
+ 𝑣

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
]                    (2.14) 

𝜎22 =
2𝜇

(1−2𝑣)
[𝑣

𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
+ (1 − 𝑣)

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
]                     (2.15) 

𝜎12 = 𝜎21 = 𝜇(
𝜕𝑢1

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑢2

𝜕𝑥1
)                             (2.16) 

เมื่อทราบสมการพื้นฐานต่างๆแล้วจึงแทนความสัมพันธ์ระหว่างความเค้น
และการกระจัด ซึ่งเป็นสมการที่ (2.14) ถึง (2.16) ลงในสมการสมดุล ซ่ึง
เป็นสมการที่ (2.12) ถึง (2.13) จะได้สมการก ากับที่เขียนในรูปของการ
กระจัด ซ่ึงเป็นสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย ได้ดังนี้ 

μ (
∂2u1

∂x1
2 +

∂2u1

∂x2
2 )+

2μ

κ-1
(
∂2u1

∂x1
2 +

∂2u2

∂x1∂x2
)=0                  (2.17) 

μ (
∂2u2

∂x1
2 +

∂2u2

∂x2
2 )+

2μ

κ-1
(
∂2u2

∂x2
2 +

∂2u1

∂x1∂x2
)=0                (2.18) 

โดยที่ 𝜇 คือโมดูลัสแรงเฉือนของตัวกลาง 𝑢1คือการกระจัดแนวราบใน
ปริภูมิกายภาพ 𝑢2คือการกระจัดแนวดิ่งในปริภูมิกายภาพ และ 𝜅 คือ 
3 − 4𝑣                                

3. ขั้นตอนการหาค าตอบ 

จากบทก่อนหน้าผู้จัดทำได้พัฒนาสมการกำกับที่อยู่ในรูปของการกระจัดที่
เป็นสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย แต่เนื่องจากสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยไม่สามารถ
หาผลเฉลยทั่วไปของสมการได้ ดังนั้นผู้จัดทำจึงจะทำการแปลงสมการ
กำกับให้อยู่ในรูปสมการเชิงอนุพันธ์สามัญ   ด้วยระเบียบวิธีการแปลงฟู
เรียร์ [6] เพื่อหาผลเฉลยทั่วไปของการกระจัดและหน่วยแรงของชั้นผิว
เคลือบและชั้นฐานกึ่งปริภูมิสองมิติ โดยผลเฉลยจะอยู่ในปริภูมิการแปลง 
จากนั้นผู้จัดทำจะกำหนดคุณสมบัติความต่อเนื่องและเงื่อนไขขอบเขตของ
ปัญหา แล้วจึงสร้างระบบสมการเชิงเส้นจากความต่อเนื่องและเงื ่อนไข
ขอบเขตของแบบจำลองเพื่อใช้ในการหาตัวแปรไม่ทราบค่าของผลเฉลย
ทั่วไป เมื่อหาค่าของตัวแปรไม่ทราบค่าได้แล้วจึงแทนกลับเข้าไปที่ผลเฉลย
ทั่วไป แล้วจึงแปลงผลเฉลยทั่วไปให้อยู่ในปริภูมิกายภาพ  ด้วยระเบียบ
วิธีการแปลงฟูเรียร์ผกผันแล้วจึงหาค่าปริพันธ์ด้วยระเบียบเกาส์ควอดรา
เจอร ์

3.1 การแปลงฟูเรียร์ 

จากหัวข้อ 2.4 จะได้สมการก ากับ ซ่ึงเป็นสมการที่ (2.17) และ (2.18) ที่อยู่
ในรูปแบบของสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย ดังนั้นเพื่อหาผลเฉลยจึงต้องแปลง
สมการก ากับให้เป็นสมการเชิงอนุพันธ์สามัญ ผู้จัดท าจะใช้วิธีการแปลงฟู
เรียร์ ดังสมการต่อไปนี้ 

𝑓̅ = 𝑓̅(𝜉, 𝑥2) = ∫ 𝑓(𝑥1, 𝑥2)𝑒
𝑖𝜉𝑥1𝑑𝑥1

∞

−∞
                  (3.1) 

𝑓 =  𝑓̅(𝜉, 𝑥2) =
1

2𝜋
∫ 𝑓̅(𝜉, 𝑥2)𝑒

−𝑖𝜉𝑥1𝑑𝜉
∞

−∞
                (3.2)                    
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โดยที่ 𝑓 ̅คือฟังชันในปริภูมิการแปลง 𝑓 คือฟังชันในปริภูมิกายภาพ  𝜉 

คือพารามิเตอร์การแปลง และ 𝑖 = √−1 เป็นหน่วยจ านวนจินตภาพ 
และส าหรับการแปลงฟูเรียร์กับสมการเชิงอนุพันธ์สามารถค านวนได้ตาม
สมการต่อไปนี้ 

(
𝑑𝑛𝑓

𝑑𝑥1
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=  (−𝑖𝜉)𝑛𝑓 ̅                               (3.3) 

จากนั้นพิจารณาแปลงสมการก ากับในรูปแบบของสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อย 
ซ่ึงเป็นสมการที่ (2-17) ถึง (2.18) โดยใช้การแปลงฟูเรียร์ ซ่ึงเป็นสมการที่ 
(3.3) จะได้สมการก ากับในรูปของสมการเชิงอนุพันธ์สามัญได้ดังนี้ 

μ ((-iξ)2u̅1+
d2u̅1

dx2
2 )+

2μ

κ-1
((-iξ)2+(-iξ)

du̅2

dx2
)= 0            (3.4) 

μ ((-iξ)2u̅2+
d2u̅2

dx2
2 )+

2μ

κ-1
((-iξ)

du̅1

dx2
+(-iξ)

d2u̅2

dx2
)= 0        (3.5) 

โดยที่  𝑢̅1 คือการกระจัดแนวราบในปริภูมิการแปลง 𝑢̅2คือการกระจัด
แนวดิ่งในปริภูมิการแปลง  

3.2 ผลเฉลยทั่วไปของสมการก ากับ 

เมื่อได้สมการก ากับในรูปของสมการเชิงอนุพันธ์สามัญ ผู้จัดท าจะจัดสมการ
ก ากับให้อยู่ในรูปแบบของระบบสมการอนุพันธ์ล าดับที่ 2 ดีกรี 1 ดังต่อไปนี้ 

𝐴
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
2 +𝐵

𝑑𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝐶𝑢̅ = 0                            (3.6) 

โดยที่ u̅={u̅1,u̅2} คือการกระจัดในปริภูมิการแปลงและมีเมทริกซ์คงที่ 
A, B, C มีค่าดังต่อไปนี้ 

𝐴 = [
𝜅 − 1 0
0 𝜅 + 1

], B = -2iξ [
0 1

1 0
] 

C = -ξ
2 [

(κ+1) 0

0 (κ-1)
] 

เมื่อจัดสมการก ากับในรูปแบบของระบบสมการก าลังสองแล้ว จึงหาผล
เฉลยทั่วไปของสมการก ากับโดยก าหนดให้ผลเฉลยของสมการก ากับอยู่ใน
รูปแบบดังนี้ 

𝑢̅ = 𝑒𝛾𝑥2𝜂                                    (3.7) 

โดยที่ 𝛾 คือ ค่าลักษณะเฉพาะ (Eigen value) และ 𝜂 คือ ค่าเวกเตอร์
ลักษณะเฉพาะ (Eigen vector) จากนั้นแทนสมการที่ (3.7) ลงในสมการที่ 
(3.6) และจัดรูปสมการจะได้สมการดังนี้ 

(γ2A + γB + C)η=0                             (3.8) 

โดยเมื่อแทนค่า A, B, C ลงในสมการ (3.8) จะสามารถสร้างเป็นเมทริกซ์
ได้ดังต่อไปนี้ 

[
μγ2-

2μ(1-v)ξ2

1-2v
- (μ+

2μv

(1-2v)
) iξγ

-(μ+
2μv

(1-2v)
) iξγ (

2μ(1-v)γ2

1-2v
) γ2-μξ

2
] [

η
1

η
2
]= [

0

0
]         (3.9) 

เน่ืองจากสมการ (3.9) เป็นระบบสมการเชิงเส้นเอกเพ่ือหาค าตอบผล
เฉลยไม่ชัด (Non-trivial solution) ดังนั ้นผู ้จัดท าจึงพิจารณาเมทริกซ์
สัมประสิทธิ์เป็นเมทริกซ์เอกฐาน เงื่อนไขดังต่อไปนี้ต้องเป็นจริงเท่านั้น 

det(γ2A+γB+C)= 0                           (3.10) 

ค านวนสมการที่ (3.10) แบะจัดรูปจะได้สมการดังต่อไปนี้ 

(κ2-1)(γ2-ξ
2)

2
= 0                           (3.11) 

ค านวณสมการที่ (3.11) เพ่ือหาค่าลักษณะเฉพาะจะได้ผลลัพธ์ดังต่อไปนี้ 

γ
1
=|ξ|,     γ

2
=-|ξ|,     γ

3
=|ξ|,     γ

4
=-|ξ|  ; (รากซ ้า) 

จากนั้นแทนค่าลักษณะเฉพาะ γ
1
= |ξ|,  γ

2
= -|ξ| ลงในสมการ (3.9) จะ

ได้ค่าเวกเตอร์ลักษณะเฉพาะ η
1
,η

2
 ดังนี้ 

η
1
= {
|ξ|
iξ
} ,  η

2
= {
|ξ|
-iξ
} 

จากการค านวณสมการที่ (3.11) จะเห็นว่าค่าลักษณะเฉพาะที่หาได้
เป็นรากซ ้าสองค่าซึ่งต้องมีค าตอบ ดังนั้นผู้จัดท าจะก าหนดให้ค่าลักษณะ
เฉพาะที่หาได้จากสมการที่ (3.7) เป็นหนึ่งในค าตอบของสมการที่ (3.6) 
ดังนั้นจึงต้องหาค าตอบที่เหลือโดยก าหนดให้ผลเฉลยทั่วไปของสมการที่  
(3.6) อยู่ในรูปแบบดังต่อไปนี้ 

u̅=x2eγx2η+eγx2ρ                               (3.12) 

โดยที่ ρ คือ ค่าลักษณะเฉพาะ จากนั้นจึงแทนสมการที่ (3.12) ลงในสมการ
ที่ (3.6) จะได้สมการในรูปแบบดังต่อไปนี้ 

x2eγx2(γ2A+γB+C)η+eγx2[(2γA+B)η+(γ2A+γB+C)ρ]=0 
                               (3.13) 

จากขั้นตอนก่อนหน้าผู้จัดท าสามารณาหาค่าสมการที่ (3.10) มาก่อน
แล้วดังนั ้นจึงแทนลงในสมการที่ (3.13) และจัดรูปสมการจะได้สมการ
ดังต่อไปนี้ 

[(2γA+B)η+(γ2A+γB+C)ρ]=0                   (3.14) 

จากนั้นแทนค่าลักษณะเฉพาะที่เป็นรากซ ้าจากการค านวณสมการที่ (3.11) 
และเวกเตอร์ลักษณะเฉพาะลงในสมการที่ (3.14) จะได้ 

ρ
1
= {

κ

0
} ,ρ

2
= {

-κ

0
} 

จากสมการที่ (3.7) และ (3.12) จะได้ว่าผลเฉลยทั่วไปของสมการที่  
(3.6) ซึ ่งสอดคล้องกับรากซ ้า ดังนั ้นผู ้จัดท าสามารถสร้างผลเฉลยของ
สมการก ากับในรูปของการกระจัดได้ดังต่อไปนี้ 

u̅=C1eγx2η+C2(x2eγx2η+eγx2ρ)                    (3.15) 

จากนั้นแทนค่าลักษณะเฉพาะ γ เวกเตอร์ลักษณะเฉพาะ η และเวกเตอร์
ค่าคงที่ ρ แทนลงในผลเฉลยทั่วไปของการกระจัด ซ่ึงเป็นสมการที่ (3.15) 
จะได้ผลเฉลยทั่วไปของการกระจัดดังนี้ 

u̅=C1e
|ξ|x2 {

|ξ|
iξ
}+C2 (x2e|ξ|x2 {

|ξ|
iξ
}+e|ξ|x2 {

κ

0
})  

+C3e-|ξ|x2 {
|ξ|

-iξ
}+C4 (x2e-|ξ|x2 {

|ξ|
-iξ
}+e-|ξ|x2 {

-κ

0
})       (3.16) 
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โดยที่ C1, C2, C3, C4 คือค่าคงที่ไม่ทราบค่า จากนั้นท าการแจกแจงผล
เฉลยทั ่วไปของการกระจัด ซึ ่งเป็นสมการที่ (3.16) ในแนวดิ่งและแนว
ระนาบได้ดังนี้ 

 u̅1=C1e
|ξ|x2|ξ|+C2(x2|ξ|+κ)e|ξ|x2+C3e-|ξ|x2|ξ| 

+C4(x2|ξ|-κ)e
-|ξ|x2                           (3.17) 

 u̅2=C1e
|ξ|x2iξ + C2(x2iξ)e|ξ|x2  - C3e-|ξ|x2iξ  

- C4(x2iξ)e-|ξ|x2                              (3.18) 

3.3 ผลเฉลยทั่วไปในรูปของการกระจัดและหน่วยแรงของชั้นเคลือบและ
ชั้นฐานก่ึงปริภูมิสองมิติ 

ขั้นตอนในการพัฒนาสมการก ากับ ซ่ึงเป็นสมการที่ (2.17) และ (2.18) ให้
เป็นผลเฉลยทั่วไป ซ่ึงเป็นสมการที่ (3.17) ถึง (3.18) ของชั้นผิวเคลือบและ
ชั้นฐานกึ่งปริภูมิสองมิตินั้นมีขั้นตอนเหมือนกัน ยกเว้นขอบเขตแนวแกน 
𝑥2 โดยชั้นผิวเคลือบมีระยะในแกน 𝑥2 จ ากัดซึ่งเท่ากับ ℎ แต่ชั้นฐานก่ึง
ปริภูมิสองมิติมีระยะในแกน  𝑥2 เป็นอนันต์ ดังนั้นสามารถสร้างผลเฉลย
ทั่วไปของการกระจัดของชั้นผิวเคลือบได้ดังนี้ 

u̅1
C=C1e

|ξ|x2|ξ|+C2(x2|ξ|+κc)e
|ξ|x2+C3e-|ξ|x2|ξ|   

+ C4(x2|ξ|-κc)e
-|ξ|x2                                (3.19)     

u̅2
C=C1e

|ξ|x2iξ+C2(x2iξ)e|ξ|x2-C3e-|ξ|x2iξ   

-C4(x2iξ)e-|ξ|x2                              (3.20)   

โดยที่ u̅1
C คือการกระจัดในแนวระนาบในปริภูมิการแปลงของชั้นเคลอืบ 

𝑢̅2
𝐶  คือการกระจัดในแนวดิ่งในปริภูมิการแปลงของชั้นเคลือบและ C1, 

C2, C3, C4 คือค่าคงที่ไม่ทราบค่าและ 𝜅𝑐 คือ 3 − 4𝑣𝑐 
ผู้จัดท าจะพิจารณาผลเฉลยที่ชั ้นฐานกึ่งปริภูมิสองมิติมีความลึกเป็น

อนันต์ ผลเฉลยทั่วไป ซึ่งเป็นสมการที่ (3.17) และ (3.18) ที่ความลึกเป็น
อนันต์ต้องมีค่าเท่ากับศูนย์ท าให้พจน์ 𝐶1, 𝐶2ของชั้นฐานกึ่งปริภูมสิองมิติ
ต้องมีค่าเท่ากับศูนย์ ซ่ึงสามารถสร้างผลเฉลยทั่วไปของชั้นฐานก่ึงปริภูมิสอง
มิติได้ ดังต่อไปนี้ 

u̅1
H=C5e-|ξ|x2|ξ|+C6(x2|ξ|-κ)e

-|ξ|x2                        (3.21) 

u̅2
H=-C5e-|ξ|x2iξ-C6(x2iξ)e-|ξ|x2                             (3.22)           

โดยที่ 𝑢̅1𝐻 คือการกระจัดในแนวระนาบในปริภูมิการแปลงของชั้นฐานก่ึง
ปริภูมิสองมิติ 𝑢̅2𝐻 คือการกระจัดในแนวดิ่งในปริภูมิการแปลงของชั้นฐาน
ก่ึงปริภูมิสองมิติและ 𝐶5, 𝐶6 คือค่าคงที่ไม่ทราบค่าและ 𝜅  คือ 3 − 4𝑣 
จากนั้นพิจารณาผลเฉลยทั ่วไปในรูปของหน่วยแรงหาโดยแทนผลเฉลย
ท ั ่ ว ไปของการกระจ ัด  ซ ึ ่ ง เป ็นสมการที่  (3.17) และ (3.18) ลงใน
ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและการกระจัด ซ่ึงเป็นสมการที่ (2.15) และ 
(2.16) แต่เนื่องจากสมการยังอยู่ในปริภูมิกายภาพ ดังนั้นจึงต้องแปลง
สมการให้อยู่ในปริภูมิการแปลงเพื่อให้สอดคล้องกับผลเฉลยทั่วไปโดยใช้
การแปลงฟูเรียร์ส าหรับสมการเชิงอนุพันธ์ ซ่ึงเป็นสมการที่ (3.3) ได้สมการ
ดังนี้ 

σ̅22=-μ
3-κ

κ-1
iξu̅1+μ

κ+1

κ-1

du̅2

dx2
                       (3.23) 

σ̅12=σ̅21=μ(
du̅1

dx2
-iξu̅2)                         (3.24) 

โดยที่ σ̅22 คือหน่วยแรงแนวดิ่งในปริภูมิการแปลง 𝜎̅12 คือหน่วยแรงแนว
ระนาบในปริภูมิการแปลง จากนั้นแทนผลเฉลยทั่วไปของการกระจัดของ
ชั้นผิวเคลือบและชั้นฐานก่ึงปริภูมิสองมิติ ซ่ึงเป็นสมการที่ (3.19) ถึง (3.22) 
ลงในลงในความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและการกระจัดในปริภูมิการ
แปลง ซึ่งเป็นสมการที่ (3.23) และ (3.24) ได้ผลเฉลยทั่วไปของหน่วยแรง
ของชั้นผิวเคลือบและชั้นฐานก่ึงปริภูมิสองมิติ ดังนี้ ผลเฉลยทั่วไปของหน่วย
แรงของชั้นผิวเคลือบสามารถเขียนได้ว่า 

 
σ̅22

C

2μ
c

=C1iξ|ξ|e|ξ|x2+C2i(-
1-κc

2
+|ξ|x2) ξe

|ξ|x2

 

+C3iξ|ξ|e-|ξ|x2+C4i(-
κc-1

2
+|ξ|x2) ξe

-|ξ|x2

          (3.25) 

 
σ̅12

C

2μ
c

=C1ξ
2
e|ξ|x2+C2 (

κc+1

2
+|ξ|x2) |ξ|e

|ξ|x2

 

-C3ξ
2
e-|ξ|x2+C4 (

κc+1

2
-|ξ|x2) |ξ|e

-|ξ|x2

                 (3.26) 

โดยที่ 𝜎̅22𝐶 คือหน่วยแรงแนวดิ่งในปริภูมิการแปลงของชั้นเคลือบ 𝜎̅12𝐶  คือ
หน่วยแรงแนวระนาบในปริภูมิการแปลงของชั้นเคลือบและ  𝜇𝑐 คือ ค่า
โมดูลัสแรงเฉือนของชั้นผิวเคลือบ และ ผลเฉลยทั่วไปของหน่วยแรงของ
ฐานก่ึงปริภูมิสองมิติสามารถเขียนได้ว่า 

σ̅22
H

2μ
=C5iξ|ξ|e-|ξ|x2+C6i (-

κ-1

2
+|ξ|x2) ξe

-|ξ|x2

         (3.27) 
σ̅12

H

2μ
=-C5iξ

2
e-|ξ|x2+C6 (

κ+1

2
-|ξ|x2) |ξ|e

-|ξ|x2

          (3.28) 

โดยที่ 𝜎̅22𝐶 คือหน่วยแรงแนวดิ่งในปริภูมิการแปลงของชั้นเคลือบ 𝜎̅12𝐶  คือ
หน่วยแรงแนวระนาบในปริภูมิการแปลงของชั ้นเคลือบและ  𝜇 คือ ค่า
โมดูลัสแรงเฉือนของชั้นฐานก่ึงปริภูมิสองมิติ 

3.4 เงื่อนไขขอบเขตและความต่อเนื่อง  

เงื่อนไขขอบเขตของแบบจ าลอง รูปที่ 2.1 แบ่งได้เป็นสามส่วน ส่วนแรกคือ 
หน่วยแรงในแนวดิ่งและหน่วยแรงเฉือนในแนวระนาบที่ชั้นผิวเคลือบที่บน
ผิวสัมผัสเท่ากับหน่วยแรงในแนวดิ่งภายนอก 𝑝(𝑥1)และหน่วยแรงเฉือน
แนวระนาบ 𝑞(𝑥1) ที่กระท าที่บนชั้นเคลือบ ส่วนที่สองคือ การกระจัด
แนวดิ่งและแนวระนาบที่ผิวรอยต่อของชั้นผิวเคลือบและชั้นฐานกึ่งปริภูมิ
สองมิติมีค่าเท่ากัน ส่วนสุดท้ายคือ หน่วยแรงในแนวดิ่งและหน่วยแรงเฉือน
ในแนวระนาบที่ผิวรอยต่อของชั้นผิวเคลือบและชั้นฐานก่ึงปริภูมิสองมิติมีค่า
เท่ากันโดยจะแสดงสมการตามล าดับ 

σ̅22
C (ξ,0)=p̅(ξ,0)                                 (3.29) 

σ̅12
C (ξ,0)=q̅(ξ,0)                                 (3.30) 

u̅2
C(ξ,h)=u̅2

H(ξ,0)                                 (3.31) 
u̅1

C(ξ,h)=u̅1
H(ξ,0)                                 (3.32) 

σ̅22
C (ξ,h)=σ̅22

H (ξ,0)                                         (3.33) 
σ̅12

C (ξ,h)=q̅(ξ,0)                                 (3.34) 

ผู้จัดท าจะพิจารณาหน่วยแรงในแนวดิ่งและหน่วยแรงเฉือนในแนว
ระนาบที่ชั ้นผิวเคลือบที่บนผิวสัมผัสเท่ากับหน่วยแรงในแนวดิ่งภายนอก 
𝑝(𝑥1)และหน่วยแรงเฉือนภายนอก 𝑞(𝑥1) ที่กระท าที่ผิว แต่เนื่องจากผล
เฉลยทั่วไปของหน่วยแรงในแนวดิ่งและหน่วยแรงเฉือนอยู่ในปริภูมิการ
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แปลง ดังนั้นจึงต้องแปลงหน่วยแรงในแนวดิ่งและหน่วยแรงเฉือนในแนว
ระนาบที่กระท าบนชั้นเคลือบอยู่ในปริภูมิการแปลงโดยใช้ระเบียบวิธีการ
แปลงฟูเรียร์ ดังนี้ 

p̅(ξ,0)=∫ p(x1,0)
∞

-∞
dx1                             (3.35) 

q̅(ξ,0)=∫ q(x1,0)
∞

-∞
dx1                             (3.36) 

จากนั้นสร้างระบบสมการเชิงเส้น 6 ตัวแปรจากเงื่อนไขขอบเขตและความ
ต่อเนื่องโดยใช้ความสัมพันธ์ ซึ่งเป็นสมการที่ (3.29) ถึง (3.34) ได้ดังนี้ 
หน่วยแรงในแนวดิ่งของชั้นผิวเคลือบที่กระท าบนชั้นเคลือบเท่ากับหนว่ย
แรงในแนวดิ่งภายนอกที่กระท าที่ผิวดังสมการที่ (3.29) 

2μ
c
(C1iξ|ξ|+C2i(-

1-κc

2
) ξ+C3iξ|ξ|+C4i (-

κc-1

2
) ξ)  

= -∫ t22

∞

-∞
eiξx1dx1                               (3.37) 

จากนั ้นพิจารณาหน่วยแรงเฉือนในแนวระนาบของชั้นผิวเคลือบที ่บน
ผิวสัมผัสเท่ากับหน่วยแรงเฉือนภายนอกที่กระท าที่ผิวดังสมการที่ (3.30) 

2μ
c
(C1ξ

2
+C2 (

κc+1

2
) |ξ|-C3ξ

2
+C4 (

κc+1

2
) |ξ|)  

= -∫ t12

∞

-∞
eiξx1dx1                               (3.38) 

ผู้จัดท าจะพิจารณาการกระจัดแนวดิ่งและแนวระนาบที่ผิวรอยต่อของ
ชั้นผิวเคลือบและชั ้นฐานกึ ่งปริภูมิสองมิติ  ซึ่งเป็นสมการที่ (3.31) และ 
(3.32) มีค่าเท่ากัน โดยพิกัด 𝑥2 ที่ผิวรอยต่อของชั้นผิวเคลือบจะมีค่า
เท่ากับความหนาของชั้นผิวเคลือบ ℎ และพิกัด 𝑥2 ที่ผิวรอยต่อของชั้น
ฐานก่ึงปริภูมิสองมิติจะมีค่าเท่ากับ 0 โดยมีสมการดังนี้ 

C1e
|ξ|hiξ+C2(hiξ)e|ξ|h-C3e-|ξ|hiξ-C4(hiξ)e-|ξ|h=-C5iξ  

 (3.39) 

C1e
|ξ|h|ξ|+C2(h|ξ|+κc)e

|ξ|h+C3e-|ξ|h|ξ| 

+C4(h|ξ|-κc)e
-|ξ|h=C5|ξ|+C6(-κ)                   (3.40) 

จากนั้นพิจารณาหน่วยแรงในแนวดิ่งและหน่วยแรงเฉือนแนวระนาบที่ผิว
รอยต่อของชั้นผิวเคลือบและชั้นฐานกึ่งปริภูมิสองมิติ  ซึ่งเป็นสมการที่ 
(3.33) และ (3.34) มีค่าเท่ากัน โดยพิกัด 𝑥2ที่ผิวรอยต่อของชั้นผิวเคลือบ
จะมีค่าเท่ากับความหนาของชั้นผิวเคลือบ ℎ และพิกัด 𝑥2ที่ผิวรอยต่อของ
ชั้นฐานก่ึงปริภูมิสองมิติจะมีค่าเท่ากับ 0 โดยมีสมการดังนี้ 

2μ
c
(C1iξ|ξ|e|ξ|h+C2i (-

1-κc

2
+|ξ|h) ξe

|ξ|h

+C3iξ|ξ|e-|ξ|h 

+C4i (-
κc-1

2
+|ξ|h) ξe

-|ξ|h
)=2μ(C5iξ|ξ|+C6i (-

κ-1

2
) ξ)                                  

                                         (3.41)  

2μ
c
(C1ξ

2
e|ξ|h+C2 (

κc+1

2
+|ξ|h) |ξ|e

|ξ|h

-C3ξ
2
e-|ξ|h 

+C4 (
κc+1

2
-|ξ|h) |ξ|e

-|ξ|h

)=2μ(-C5iξ
2
+C6 (

κ+1

2
) |ξ|) 

                                      (3.42) 
 
 

 

 

3.5 สร้างระบบสมการเชิงเส้นเพ่ือหาค่าคงที่ C 

จากสมการเงื่อนไขขอบเขตและความต่อเนื่องสมการที่ (3.37) ถึง (3.42) 
จะได้ว่ามีระบบสมการเชิงเส้น 6 สมการและมีตัวแปรไม่ทราบค่า 6 ค่าคือ 
C1, C2, C3,C4, C5, C6  ดังนั้นจึงสามารถสร้างความสัมพันธ์เพื่อหา
ค่าคงที่ทั้ง 6 ค่าได้โดยสามารถสร้างเป็นระบบสมการเชิงเส้นได้ดังนี้วิธีเชิง
ตัวเลข 

A̅6×6C̅6×1=b̅6×1                                  (3.43) 

โดย 𝐴̅ คือเมทริกซ์สัมประสิทธิ์ 𝐶̅ คือเมทริกซ์ตัวแปรไม่ทราบค่าและ 𝑏̅ 
คือค าตอบของระบบสมการ โดยสมการที่ (3.43) สามารถสร้างเป็นระบบ
สมการเชิงเส้นได้ดังนี้ 

[
 
 
 
 
 
 
A11 A12 A13 A14 A15 A16

A21 A22 A23 A24 A25 A26

A31 A32 A33 A34 A35 A36

A41 A42 A43 A44 A45 A46

A51 A52 A53 A54 A55 A56

A61 A62 A63 A64 A65 A66]
 
 
 
 
 
 

{
 
 

 
 

C1

C2

C3

C4

C5

C6}
 
 

 
 

=

{
 
 

 
 

b1

b2

b3

b4

b5

b6}
 
 

 
 

 

(3.44) 

โดย Aij และ bi สามารถดูได้จาก ภาคผนวก  

3.6 ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 

หลังจากหาค่าคงที่ไม่ทราบค่า C1, C2, C3,C4, C5, C6 แล้วแทนลงใน
ผลเฉลยทั่วไปของการกระจัดและหน่วยแรงของชั้นเคลือบและชั้นฐานก่ึง
ปริภูมิสองมิติแล้ว ผลเฉลยจะยังอยู่ในปริภูมิการแปลงดังนั้นจึงต้องใช้การ
แปลงฟูเรียร์ผกผัน ซ่ึงเป็นสมการที่ (3.2) แปลงกลับให้อยู่ในปริภูมิกายภาพ 

แต่การแปลงฟูเรียร์ผกผันต้องหาปริพันธ์ในเขต -∞ ถึง ∞ ดังนั้นผู้จัดท า
จ ึงใช้ระเบ ียบเกาส ์ควอดราเจอร์ ในการแก้ป ัญหา โดยใช ้โปรแกรม 
MATLAB2023b 

4. ผลการด าเนินการวิจัย 

ในบทนี้จะเริ่มจากการตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรมเพ่ือที่จะมั่นใจ
ได้ว่าโปรแกรมที่ใช้หาค าตอบจะมีความถูกต้องสมบูรณ์โดยจะตรวจสอบ
โดยน าผลที่โปรแกรมหาค่าได้ในกรณีต่างๆไปเปรียบเทียบกับแหล่งที่
น่าเช่ือถือ เมื่อตรวจสอบแล้วว่าโปรแกรมมีความถูกต้องจึงจะศึกษาอิทธิพล
ของความหนาชั้นเคลือบและสัดส่วนแกรฟีนที่ผสมลงในวัสดุเชิงประกอบ
โดยจะท าการศึกษาหน่วยแรงในแนวดิ่งและหน่วยแรงเฉือนแนวระนาบ
บริเวณผิวรอยต่อของชั้นผิวเคลือบและชั้นฐานกึ่งปริภูมิสองมิติ จากแรง
ภายนอกสองกรณีคือ หน่วยแรงในแนวดิ่งสม ่าเสมอกระท าที่บนผิวเคลือบ
และ หน่วยแรงเฉือนสม ่าเสมอกระท าที่บนผิวเคลือบ และใช้คุณสมบัติของ
วัตถุส าหรับชั้นฐานและชั้นเคลือบตามตารางที่ 4.1 

4.1 ตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรม 

เพื่อตรวจสอบว่าโปรแกรมที่สร้างขึ้นมีความถูกต้อง จะท าการตรวจสอบ
สองส่วน ส่วนแรกคือ ทดสอบการลู่เข้าของค าตอบ ส่วนที่สองคือ ทดสอบ
ความถูกต้องของโปรแกรมโดยเทียบผลลัทธ์กับแหล่งที ่น ่าเชื่อถือ โดย
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ทดสอบสองกรณี คือ กรณีคุณสมบัติผิวเคลือบและชั้นก่ึงปริภูมิเท่ากัน และ
กรณีคุณสมบัติผิวเคลือบและก่ึงปริภูมิไม่เท่ากัน 

ตารางที่ 4.1 คุณสมบัติของวัสด ุ

4.1.1 ทดสอบการลู่เข้าของค าตอบ 
ในระเบียบวิธีการแปลงฟูเรียร์ผกผันจะมีการหาปริพันธ์ในเขต -∞ ถึง ∞ 
ซึ่งไม่สามารถท าได้ในทางปฏิบัติ ดังนั้นจึงต้องก าหนดของเขต -R ถึง 𝑅 
โดย 𝑅 เป็นจ านวนจริงที่มากพอที่ท าให้ค าตอบใกล้เคียงค าตอบที่แทจ้ริง 
และแบ่งช่วงย่อย 2N ช่วง โดยจ านวนช่วงย่อยจะต้องมีความละเอียด
พอที่จะท าให้ผลลัพธ์มีค่าใกล้เคียงค าตอบที่แท้จริง โดยผู้จัดท าจะทดสอบ
โดยก าหนดความกว้างของแต่ละช่วงย่อย (𝑅/𝑁) และเพิ่มความกว้าง
เร่ือยๆเพ่ือตรวจสอบว่าความกว้างของแต่ละช่วงย่อยที่มากที่สุดที่จะไม่ท า
ให้ค าตอบมีการเปลี่ยนแปลงว่ามีค่าเท่าไหร่ จากการทดสอบได้ผลสรุปว่า
สามารถใช้ความกว้างช่องได้มากที่สุด 200 หน่วยค าตอบจึงจะไม่มีการ

เปลี่ยนแปลงโดยผลลัพธ์แสดงดังตารางที่ 4.2 

ตารางที่ 4.2 เปรียบเทียบคา่ R/N ที่เหมาะสม 

เมื่อได้ความกว้างของแต่ละช่วงย่อยที่เหมาะสมแล้วจึงทดสอบต่อไป
โดยเพิ่มความกว้างขอบเขตการหาปริพันธ์ (𝑅) ขึ้นเรื่อย ๆ  โดยใช้ความ
กว ้างของแต ่ละช ่วงย ่อยเท ่าเด ิม (N=200) จนผลล ัพธ์ ไม ่ม ี การ
เปลี่ยนแปลง จากการทกสอบได้ผลสรุปว่าใช้ความกว้างขอบเขตการหา
ปริพันธ์ เท่ากับ 1,000,000 ค าตอบจึงจะไม่มีการเปลี่ยนแปลง ดังตารางที่ 
4.3 

ตารางที่ 4.3 ตารางเปรียบเทียบคา่ 𝑹 ที่เหมาะสม 

 

 
 

4.1.2 กรณีคุณสมบัติของชั้นผิวเคลือบเท่ากับชั้นฐานก่ึงปริภูมิสองมิติ 
พิจารณากรณีกรณีคุณสมบัติของชั้นผิวเคลือบเท่ากับชั้นฐานก่ึงปริภูมิสอง
มิติที่มีหน่วยแรงในแนวดิ่งสม ่าเสมอกระท าบนชั้นผิวเคลือบ 𝑝(𝑥) = 𝑝 
ในระยะจ ากัด 2𝑎 โดยจะตรวจสอบหน่วยแรงในแนวดิ่งและราบต่อหน่วย
แรงในแนวดิ่งสม ่าเสมอกระท าบนชั้นผิวเคลือบ 𝜎22/𝑝, 𝜎12/𝑞  ที่
ความลึกต่อความกว้างของหน่วยแรงที่กระท าที่ผิว 𝑥2/𝑎 ที่ช่วงระยะแนว
ระนาบต่อความกว้างของหน่วยแรง 𝑥1/𝑎 เท่ากับ −5𝑎 ถึง 5𝑎 น า
ผลลัพธ์ที ่ได้ไปเปรียบเทียบกับ ผลเฉลยของทฤษฎีสภาพยืดหยุ ่นแบบ
คลาสสิก (Classical Elasticity) ได้ผลลัพธ์ดังรูปที่ 3.1 และรูปที่ 3.2 จะ
เห็นว่าผลลัพธ์ที่โปรแกรมได้มีค่าใกล้เคียงกับผลเฉลยของทฤษฎีสภาพ
ยืดหยุ่นแบบคลาสสิก 

 
รูปท่ี 3.1 กราฟความสัมพันธ์ระหว่างหน่วยแรงในแนวดิ่งที่ความหนาตา่งๆ  

 
รูปท่ี 3.2 กราฟความสัมพันธ์ระหว่างหน่วยแรงเฉือนที่ความหนาตา่งๆ 

 
4.1.3 กรณีที่ชั้นผิวเคลือบมีคุณสมบัติไม่เท่ากับชั้นก่ึงปริภูมิ 
พิจารณากรณีกรณีคุณสมบัติของชั้นผิวเคลือบไม่เท่ากับชั้นฐานกึ่งปริภูมิ
สองมิติที่มีหน่วยแรงในแนวดิ่งสม ่าเสมอกระท าบนชั้นผิวเคลือบ p(x)=p 
ในระยะจ ากัด 2𝑎 โดยจะตรวจสอบหน่วยแรงในแนวดิ่งต่อหน่วยแรงใน
แนวดิ่งสม ่าเสมอกระท าบนชั้นผิวเคลือบ 𝜎22/𝑝 ที่ความลึกต่อความกว้าง
ของหน่วยแรงที่กระท าที ่ผิว 𝑥2/𝑎 โดยพิจารณาที่ต าแหน่ง 𝑥2 = 0 
โดยใช้คุณสมบัติต่างๆดังนี้ μ

c
= 10 GPa, vc= 0.3, μ = 20 GPa, vh= 

0.3, lGPL= 2.5μm, wGPL= 1.5μm, tGPL= 1.5nm โดยเมื่อน าผลลัพธ์
ที่โปรแกรมที่ผู้จัดท าใช้ σ22(coating) σ22(half-plane) ซ่ึงเป็นหน่วย

วัสดุ 𝐸(𝐺𝑃𝑎) 𝑣 

แผ่นแกรฟีน 1010  0.186 

โพลิเมอร ์ 3.4 0.3 

แมกนีเซียมอัลลอย 45 0.3 

R/N 1000 500 250 200 100 

จุดที่ 1 -0.8028 0.1467 0.0031 0.0027 0.0027 

จุดที่ 2 -0.7413 -0.4970 -0.0050 -0.0050 -0.0050 

จุดที่ 3 0.1627 0.0946 0.0092 0.0092 0.0092 

จุดที่ 4 -0.0615 -0.0230 -0.0242 -0.0242 -0.0242 

จุดที่ 5 -1.0248 -1.0185 -1.0185 -1.0185 -1.0185 

R 1000 10000 100000 1000000 2000000 

จุดที่ 1 0.0027 0.0004 0.0000 0.0000 0.0000 

จุดที่ 2 -0.0050 -0.0008 0.0001 0.0000 0.0000 

จุดที่ 3 0.0092 0.0008 -0.0001 0.0000 0.0000 

จุดที่ 4 -0.0242 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

จุดที่ 5 -1.0185 -0.9988 -1.0003 -1.0000 -1.0000 
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แรงที่เกิดที่ชั้นเคลือบและชั้นก่ึงปริภูมอสองมิติ ตามล าดับ เทียบกับผลลัพธ์
ของโปรแกรมที่น ามาเปรียบเทียบσ22(verification) โดยใช้ค่าต่างๆที่
กล่าวข้างต้นพบว่ามีค่าใกล้เคียงกันดังรูป 3.3 

จากการทดสอบความถูกต้องของโปรแกรมทั ้ง  2 กรณีโดยการน า
ผลลัพธ์ที่ได้ไปเปรียบเทียบกับแบบจ าลองอื่นได้ผลลัพธ์ดังรูปที่ 3.1 - 3.3 
จะเห็นว่าผลลัพธ์ที่โปรแกรมได้มีค่าใกล้เคียงกับแบบจ าลองอื่นดังนั้นจึง
สามารถสรุปได้ว่าโปรแกรมมีความถูกต้องสามารถน าไปใช้ได้ 

 
รูปท่ี 3.3 กราฟหน่วยแรงในแนวดิ่งกรณีที่ช้ันผิวเคลือบมีคุณสมบัติไม่เท่ากับช้ันกึ่ง
ปริภูมิของที่ความลึกตา่งๆ 

4.2 อิทธิพลของความหนาชั้นเคลือบ 

เพ่ือศึกษาอิทธิพลของความหนาของชั้นผิวเคลือบที่ส่งผลต่อหน่วยแรงที่ชั้น
บริเวณผิวรอยต่อของผิวเคลือบและชั้นฐานกึ่งปริภูมิสองมิติ ผู้จัดท าจะ
ศึกษาโดยพิจารณาสองกรณี กรณีแรกคือมีหน่วยแรงในแนวดิ่งสม ่าเสมอ 
𝑝(𝑥) = 𝑝 กระท าบนชั้นผิวเคลือบ กรณีที่สองมีหน่วยแรงเฉือนในแนว
ระนาบสม ่าเสมอ 𝑞(𝑥) = 𝑞 กระท าบนชั้นผิวเคลือบ ในระยะจ ากัด 
2𝑎 และก าหนดให้ ระยะแนวดิ่งที่ศึกษา 𝑥2/𝑎 และระยะแนวระนาบที่
ศ ึกษาคือ 𝑥1/𝑎 และความหนาที ่ศ ึกษาคือ ℎ/𝑎 โดยจะศึกษาโดย
ก าหนดสัดส่วนแกรฟีนให้เป็นค่าคงที่ค่าหนึ่งแล้วศึกษาว่าความหนาของชั้น
เคลือบส่งผลอย่างไรกับหน่วยแรงในแนวดิ่งและแนวระนาบสูงสุดที่เกิดที่ผิว
รอยต่อโดยก าหนดให้ VGPL={0,0.05,0.1,0.15,2.0} และศึกษาโดย
ใชท้ี่ความหนาในช่วง ℎ/𝑎=(0,5)   

จากการศึกษาพบว่าการเพิ่มความหนาชั้นเคลือบช่วยลดหน่วยแรงใน
แนวดิ่งที่ผิวรอยต่อโดยหน่วยแรงในแนวดิ่งจะมีหน่วยแรงสูงสุดที่ต าแหน่ง
กึ่งกลางดังรูปที่ 3.5 และพบว่าการใช้ความหนา ℎ/𝑎 ในช่วง 0 ถึง 0.5 
แทบไม่ช่วยในการลดหน่วยแรงในแนวดิ่งที่ผิวรอยต่อเลยสังเกตุได้จากรูปที่  
3.4  

ส าหรับหน่วยแรงเฉือนในแนวราบการเพ่ิมความหนาส่งผลอย่างมากต่อ
การลดหน่วยแรงที่เกิดที่รอยต่อโดยสังเกตุได้จากรูปที่ 3.6 และจากรูปจะ
เห็นว่ากราฟมีการเปลี่ยนความชันอย่างเห็นได้ชัดที่ความหนาค่าหนึ่ง ซ่ึงจุด
นั้นเกิดจากการเปลี่ยนต าแหน่งของหน่วยแรงเฉือนสูงสุดที่รอบต่อ  โดย
พบว่าในช่วงความหนาน้อยๆหน่วยแรงเฉือนสูงสุดจะอยู่ที่จุดกึ่งกลางของ
แรงที่กระท าแต่เมื่อความหนาเพิ่มขึ้นจนถึงจุดหนึ ่งหน่วยแรงเฉือนจะ
เปลี่ยนต าแหน่งโดยเล่ือนออกจากจุดศูนย์กลางของแรงที่กระท าดังรูปที่ 3.7 

 
 

 
รูปที่ 3.4 ความสัมพันธ์ระหว่างหน่วยแรงในแนวดิ่งและความหนาชั้น
เคลือบที่สัดส่วนแกรฟีนต่างๆ 

 
รูปท่ี 3.5 หน่วยแรงในแนวดิ่งบริเวณรอยต่อที่ความหนาช้ันเคลือบ
h/a ={0,1,2,3,4,5} 

 

รูปท่ี 3.6 ความสัมพันธ์ระหว่างหน่วยแรงเฉือนและความหนาช้ันเคลือบที่สัดส่วน
แกรฟีนต่างๆ 

4.3 อิทธิพลของสัดส่วนแกรฟีน  

เพ่ือศึกษาอิทธิพลของสัดส่วนแกรฟีนที่ส่งผลต่อการกระจายของหน่วยแรง
ที่บริเวณผิวรอยต่อ ผู้จัดท าจะศึกษาโดยพิจารณาสองกรณีกรณีแรกคือมี
หน่วยแรงในแนวดิ่งสม ่าเสมอ 𝑝(𝑥) = 𝑝 กระท าบนชั้นผิวเคลือบ กรณีที่
สองมีหน่วยแรงเฉือนในแนวระนาบสม ่าเสมอ 𝑞(𝑥) = 𝑞 กระท าบนชั้น
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ผิวเคลือบ ในระยะจ ากัด 2𝑎 และก าหนดให้ ระยะแนวดิ่งที่ศึกษา 𝑥2/𝑎 
และระยะแนวระนาบที่ศึกษาคือ 𝑥1/𝑎 และความหนาที่ศึกษาคือ ℎ/𝑎 
โดยจะศึกษาโดยการก าหนดความหนาของชั้นเคลือบเป็นค่าคงที่ค่าหนึ่ง
แล้วศึกษาว่าการเพ่ิมสัดส่วนของแผ่นแกรฟีนส่งผลอย่างไรต่อหน่วยแรงใน
แนวด ิ ่ งและแนวระนาบส ู งส ุดท ี ่ เก ิ ดท ี ่ผ ิ วรอยต ่อโดยก  าหนดให้
h/a ={0,1,2,3,4,5} และศ ึกษาโดยใช้ ส ัดส ่ วนแกรฟ ี นใน ช ่ ว ง 
𝑉𝐺𝑃𝐿=(0,0.5)   

จากการศึกษาพบว่าการเพิ่มสัดส่วนแผ่นแกรฟีนช่วยลดหน่วยแรงใน
แนวดิ่งได้ดังรูปที่ 3.8 และ 3.9 โดยเมื่อเพ่ิมสัดส่วนแกรฟีนขึ้นเรื่อยๆจะท า
ให้อัตราการลดลงของหน่วยแรงที่รอยต่อลดลงนั่นหมายความว่าการเพ่ิม
สัดส่วนแกรฟีนมากๆอาจไม่ส่งผลดีเสมอไปแต่ต้องใส่ในปริมาณี่เหมาะสม 
และจากการเปรียบเทียบระหว่างรูปที่ 3.7 และ 3.8 จะเห็นว่าการเพ่ิม
สัดส่วนแผ่นแกรฟีนส่งผลอย่างมากต่อการลดของหน่วยแรงเฉือนที่รอยต่อ
เมื่อเทียบกับหน่วยแรงในแนวดิ่ง 

4.4 ความสัมพันธ์ระหว่างหน่วยแรงความหนาชั้นเคลือบและสัดส่วนแก
รฟีน 

จากรูปที่ 3.4 ถึง 3.9 จะเห็นว่าการเพ่ิมความหนาชั้นเคลือบหรือการ
เพ่ิมสัดส่วนแกรฟีนเม่ือถึงจุดหนึ่งจะได้ผลลัพธ์ที่ช่วยลดหน่วยแรงที่แรงท า
ต่อฐานก่ึงปริภูมิสองมิติมากขึ้นในอัตราที่ลดลงไม่ใช่แนวโน้มที่เป็นกราฟ
เส้นตรง ดังนั้นการออกแบบความหนาชั้นเคลือบหรือสัดส่วนแผ่นแกรฟีน
ควรออกแบบให้มีความเหมาะสม โดยสามารถอ้างอิงตามกราฟที่ได้จาก
โปรแกรมนี้เพื่อให้การออกแบบมีประสิทธิภาพสูงสุด โดยหากต้องการ
ออกแบบความหนาและสัดส่วนแกรฟีนที่เหมาะสมส าหรับการรับหนว่ย
แรงในแนวดิ่งสามารถใช้กราฟจากรูปที่ 3.4 และ 3.8 ในการออกแบบและ
ใช้กราฟรูปที่ 3.6 และ 3.9 ส าหรับการออกแบบเพ่ือรับหน่วยแรงเฉือนใน
แนวราบ 

 

 

รูปท่ี 3.7 หน่วยแรงเฉือนในแนวราบบริเวณรอยต่อที่ความหนาช้ันเคลือบ
h/a ={0,1,2,3,4,5} 

 
รูปท่ี 3.8 ความสัมพันธ์ระหว่างหน่วยแรงในแนวดิ่งและสัดส่วนแกรฟีนที่ความ
หนาต่างๆ 

 
รูปท่ี 3.9 ความสัมพันธ์ระหว่างหน่วยแรงเฉือนและสัดส่วนแกรฟีนที่ความหนา
ต่างๆ 

5. บทสรุป 

จากการศึกษาวิจัยเรื่องการจ าลองผลตอบสนองเชิงกลของชั้นยืดหยุ่นที่
เคลือบด้วยวัสดุเชิงประกอบผสมแผ่นแกรฟีน หลังจากที่ผู้จัดท าด าเนินการ
ทดลองทางทฤษฎีแล้วท าให้ได้ข้อสรุปที่ส าคัญได้ดังนี้ 

ผู ้จัดท าพัฒนาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ที่สร้างจากจากสมการ
พ้ืนฐานของวัสดุยืดหยุ่นเชิงเส้น และวิเคราะห์หาผลเฉลยโดย ใช้การแปลง
ฟูเรียร์ ประกอบกับการแก้สมการอนุพันธ์ล าดับสองดีกรี 1 และหาค่าคงที่
โดยแก้ระบบสมการเชิงเส้น 6 ตัวแปร ท าให้สามารถศึกษาอิทธิพลของ
ความหนาชั้นเคลือบ และสัดส่วนแกรฟีนที่ส่งผลต่อสนามยืดหยุ่นของวัตถุ
หลังเคลือบได้โดยแบบจ าลองและโปรแกรมที่ผู้จัดท าสร้างสามารถหาหน่วย
แรง และการกระจัดของชั้นเคลือบและชั้นฐานได้ทั้งแนวดิ่งและแนวราบ 
และสามารถสร้างกราฟความสัมพันธ์ระหว่าง หน่วยแรงที่เกิดจากความ
หนาชั้นเคลือบและสัดส่วนแกรฟีนต่างๆท าให้สามารถใช้เป็นข้อมูลเบ้ืองต้น
ในการ ออกแบบการทดลอง หรือการออกแบบชั้นเคลือบที่เหมาะสมได้ 

ผลของอิทธิพลความหนาชั้นเคลือบมีผลลัพธ์ดังนี้ ผลลัพธ์ที่หนึ่งคือ 
การเพ่ิมความหนาชั้นเคลือบช่วยลดหน่วยแรงสูงสุดที่เกิดที่ชั้นฐานแต่เมื่อ
ความหนามากขึ้นการลดของหน่วยแรงจะมีอัตราที่ลดลง ผลลัพธ์ที่สองคือ 
การเพ่ิมความหนาชั้นเคลือบส่งผลอย่างมากต่อการลดหน่วยแรงเฉือน โดย
สังเกตจากกราฟ หน่วยแรงเฉือน – ความหนาชั้นเคลือบ เทียบกับ หน่วย
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แรงในแนวดิ่ง – ความหนาชั้นเคลือบ โดยพิจารณาที่ความหนาเดียวกัน 
ผลลัพธ์ที่สามคือ การเพิ่มความหนาของชั้นเคลือบจนถึงจุดหนึ่งจะท าให้
หน่วยแรงเฉือนสูงสุดโดยเลื่อนออกจากจุดศูนย์กลางแรงที่กระท า และ
ผลลัพธ์สุดท้ายคือ การใช้ความหนา h/a < 0.5 แทบจะไม่ส่งผลต่อการลด
ของหน่วยแรงในแนวดิ่ง ถึงแม้ว่าจะเพ่ิมสัดส่วนแกรฟีนปริมาณมากก็ตาม 

ผลของอิทธิพลสัดส่วนแกรฟีนมีผลลัพธ์ดังนี้ ผลลัพธ์ที่หนึ่งคือ การเพ่ิม
สัดส่วนแผ่นแกรฟีนส่งผลให้ช่วยลดหน่วยแรงสูงสุดที่เกิดที่ชั ้นฐานแต่เมื่อ
เพิ่มสัดส่วนแผ่นแกรฟีนมากขึ้นการลดของหน่วยแรงจะมีอัตราที่ลดลง 
ผลลัพธ์ที่สองคือ การเพ่ิมสัดส่วนแผ่นแกรฟีนท าให้การกระจายของหน่วย
แรงดีขึ ้น ซึ ่งส่งผลอย่างมากต่อการลดหน่วยแรงที ่ช ั ้นฐานโดยจาก
แบบจ าลองพบว่าการเพิ ่มแกรฟีน 10% ช่วยลดหน่วยแรงที ่ช ั ้นฐาน
ประมาณ 20% เทียบกับการไม่ผสมแผ่นแกรฟีน และผลลัพธ์สุดท้ายคือ 
การเพ่ิมสัดส่วนแผ่นแกรฟีนจะช่วยลดความหนาชั้นเคลือบที่หน่วยแรงใดๆ
ได้ แต่อัตราการลดลงของความหนาจะน้อยลงเมื่อเพิ่มสัดส่วนแกรฟีนขึ้น
เร่ือยๆ 

เมื่อผู้จัดท าพิจารณาถึงประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับจะพบว่า วิศวกรที่
ต้องท าการออกแบบและนักธุรกิจที่จะตัดสินใจลงทุนในวัสดุเชิงประกอบ
ผสมแกรฟีนโดยการออกแบบสามารถที่จะใช้โปรแกรมที่ผู้จัดท าสร้างขึ้นใน
การพิจารณาหาความสัมพันธ์ระหว่างความหนา สัดส่วนแผ่นแกรฟีน กับ
ความสามารถในการลดหน่วยแรงที่แรงท าต่อฐานก่ึงปริภูมิสองมิติเพ่ือหาจุด
ที่ใช้ทรัพยากรที่มีอยู่อย่างจ ากัดได้ดีที่สุด อีกทั้งนักวิจัยสามารถน าองค์
ความรู ้จากโครงานนี้ไปพัฒนาต่อยอดเพิ ่มความซับซ้อนของปัญหาให้
สอดคล้องกับความเป็นจริงได้มากขึ้นในอนาคต 
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